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シフト対称性をもつスカラー・テンソル理論におけるブラックホール摂動
小川 潤 (立教大学大学院 理学研究科 M2)

Abstract

多くのスカラー・テンソル理論ではブラックホールの無毛定理が存在する。ところが、シフト対称性をもつス
カラー・テンソル理論では、時間に依存したスカラー場の毛が生えるブラックホールが発見されている。この
ような解のブラックホール摂動の定式化が行われておらず、安定性が知られていなかった。本研究では、静
的なスカラー場でのホルンデスキー理論におけるブラックホール摂動論を応用し、このようなブラックホー
ルの安定性を判断する条件を導出する。

1 はじめに
一般相対論 (GR)は、これまで多くの観測的検証
をパスしてきており、現在の重力の標準理論として
支持されている。一方で、GRでは説明できない現
象も発見されつつある。近年、ブラックホール (BH)
のような強重力場における修正重力理論 (MG) の研
究に注目が高まっている (1)。
強重力場における重力理論の妥当性は、例えば重
力波の観測によって決定できる。つまり、強重力場
での重力理論を比較する上で、BHが重力波源として
考えられるかを事前に検討する必要がある。これは、
BHが摂動に対して安定かどうかで判定できる (2)。

MGとしてホルンデスキー理論と呼ばれる、運動
方程式が 2階になる最も一般的な単一スカラー・テ
ンソル理論が提唱されている (3)。この理論に含まれ
る関数自由度を選ぶことで、全ての単一スカラー・テ
ンソル理論を包括的に記述できる。ホルンデスキー
理論は、インフレーション宇宙論の文脈で小林らに
よって用いられ、再注目されている (4)。
ホルンデスキー理論における、静的なスカラー場
の配位をもつ球対称 BH解の安定性を判別する条件
が得られている (5)(6)。しかし、スカラー場が静的
な場合では、ほとんどの理論でスカラー場の配位が
自明となってしまう (7)。つまり、BH解がGR の場
合と区別がつかなかった。
本研究の目的は、シフト対称性をもつスカラー・テ
ンソル理論における BHの安定性を調べることであ
る。スカラー場がシフト対称性をもち、さらに時間
に線形的に依存するスカラー・テンソル理論におい

て、非自明なスカラー場の配位をもつ球対称 BH解
が発見されている (8)。このスカラー場はBHの地平
線で発散しないという著しい特徴を持っている。こ
のような BH解は、既存の BH摂動の一般論が使え
ないため、安定性が不明であった。

2章では、シフト対称性をもつスカラー・テンソル
理論における、スカラー場が時間依存性をもつ場合
の BH解を紹介する。3章では、ホルンデスキー理
論における BH摂動について述べ、BHの安定性の
条件を導出する。4章では、3章で述べた方策を利用
し、スカラー場が時間依存性をもつ場合の BHの安
定性を議論するが、結果は本発表にて掲載する。

2 シフト対称性をもつスカラー・テ
ンソル理論におけるBH解

様々な MG で、BH を特徴付ける物理量について
研究が進められている。GR において、BH を特徴
付ける物理量は、質量・電荷・角運動量の 3つしか
無いという、BH の無毛定理が知られている。ほと
んどの MG においても、BH の無毛定理が成立する
(7)。しかし、あるスカラー・テンソル理論ではスカ
ラー場の毛が生えることが発見された (8)。
シフト対称性をもつスカラー・テンソル理論とし

て、次のようなラグランジアンを考える:

L = [ζR− η(∂φ)2 + βGµν∂µφ∂νφ− 2Λ] (2.1)

ここで、ζ > 0, η, βは、任意の結合定数である。ま
た、Λ, Gµν , Rはそれぞれ宇宙定数、アインシュタイ
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ンテンソル、リッチスカラーである。この作用は、ス
カラー場に対してシフト対称性:

φ→ φ+ const (2.2)

を持った作用である。この作用は、主にGalileonの
一種として研究がなされている (9)。

2.1 重力場とスカラー場の運動方程式
(2.1) 式を計量について変分をとると、重力場の運
動方程式が得られる:

Eµν :=
2√
−g

δ(
√
−gL )
δgµν

. (2.3)

シフト対称性をもつスカラー・テンソル理論では、ス
カラー場の運動方程式はカレント保存の式で書ける:

∇µJ
µ = 0, Jµ = (ηgµν − βGµν)∂νφ. (2.4)

以下では、背景時空の計量は静的球対称計量:

ds2 = −h(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2, (2.5)

として、議論を進める。

2.2 地平線上での境界条件
スカラー場 φの配位は次のような時間に線形依存
すると仮定する:

φ(t, r) = qt+ ψ(r). (2.6)

ただし、qは任意の定数、ψ(r)はスカラー場を表す。
BHの地平線上では、ネーターカレント (J2 = JµJ

µ)
は発散しないと仮定する。これにより、

ηgrr − βGrr = 0, (2.7)

が要請される。これにより、地平線上で Jrが自動的
に消去される (J t は、地平線上で発散しないことが
後で分かる)。多くのスカラー・テンソル理論では、
地平線上で Jr がゼロという条件より、全領域で Jr

がゼロとなることが知られている。つまり、スカラー
場の分布は自明であることが大半であった (7)。しか

し、今回のような高階微分項を含む理論では、非自
明なスカラー場の解が許されることが判明した。
ところで、q 6= 0のとき、J t はゼロではない。そ

のため、ネーターカレントが地平線上で発散しない
ことを確かめる。(2.7) 式より、

f =
(β + ηr2)h
β(rh)′

, (2.8)

を得る。ただし、′(ダッシュ)は r での微分を表す。
ここで、J t は (2.8) 式を (2.4) 式に代入すると、

J t =
(2ηrh− 2βh′ − r(β + ηr2)h′′)q

r(rh)′2
, (2.9)

と表せる。つまり、(rh)′がゼロでなければ、地平線上
(h(r) = 0)でJ tとネーターカレント (J2 = gttJ

tJ t =
0)は、発散しない。
また、計量やスカラー場の発散については、座標

での見かけ上の発散の可能性があるため Eddington-
Finkelstein座標:

v = t+
∫

(fh)−1/2dr, (2.10)

で判断する。これにより、計量は

ds2 = −hdv2 + 2
√
h/fdvdr + r2dΩ2 (2.11)

となり、地平線上では発散しない。

2.3 スカラー場の解
スカラー場の配位 ((2.6) 式)と (2.8) 式を、重力場

の運動方程式 Err に代入すると

ψ′(r) = ±
√
r

h(β + ηr2)

(
q2β(β + ηr2)h′ − λ

2
(h2r2)′

) 1
2

,

(2.12)
を得る。ただし、λ := ζη + βΛ である。最後に、
(2.8) 式と (2.12) 式を Ettに代入すると、h(r)の非線
形微分方程式が得られる。これを解くと、

h(r) = −µ
r

+
1
r

∫
k(r)

β + ηr2
dr (2.13)

を得る。µは積分定数で、k(r)は次の方程式を満たす:

q2β(β+ ηr2)2 − (2ζβ+(2ζη−λ)r2)k+C0k
3/2 = 0.

(2.14)
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ただし、C0は積分定数である。h(r)((2.13) 式)を決
めることで、ψ(r)((2.12) 式)と f(r)((2.8) 式)が決
まる。(8)では、BH解として次のような解が例とし
て挙げられている。
Stealth Schwarzschild BH

Λ= η= 0とすると、kは rに依存しないようなゲー
ジを選べる。ここで、k = β とすると、f(r)と h(r)
は (2.8) 式と (2.13) 式より

f = h = 1 − µ

r
, (2.15)

と、Schwarzschild計量となる。しかしながら、非自
明なスカラー場が BHの周りに次のように配位して
いる:

φ± = qt± qµ

[
2
√
r

µ
+ log

√
r −√

µ
√
r +

√
µ

]
+ φ0. (2.16)

ここで、スカラー場の正符号が、future horizon で
発散しないことが確かめられる。より詳しくは、
(2.10) 式より

φ+ = q

[
v − r + 2

√
µr − 2µ log

(√
r

µ
+ 1

)]
,

(2.17)
となる。明らかに、地平線上 (r = µ)で発散しない。
この BH 解は、摂動しなければ GR の解である

Schwarzschild 解と区別が不可能である。しかしな
がら、このような解が摂動に対して安定かどうかに
関しては研究がなされていなかった。

3 BH摂動
BHの安定性は、摂動のしたがう運動方程式が安
定かどうかによって判断できる。静的なスカラー場
でのホルンデスキー理論における、BHの安定性は
小林らによって確かめられている (5)(6)。ホルンデ
スキー理論とは、運動方程式が 2階となる全ての単
一スカラー・テンソル理論を包括する理論で次のよ
うな作用をもつ (3):

Lh = G2(φ,X) −G3(φ,X)�φ
+G4(φ,X)R+G4X [(�φ)2 − (∇µ∇νφ)2]

+G5(φ,X)Gµν∇µ∇νφ− 1
6
G5X [(�φ)3

− 3(�φ)(∇µ∇νφ)2 + 2(∇µ∇νφ)3]. (3.1)

ただし、X = −(∂φ)2/2, GiX := ∂Gi/∂X である。
この理論に含まれる関数自由度 G2, G3, G4, G5 を特
定の形に選ぶことで、GRや特定のスカラー・テン
ソル理論に帰着させることができる。作用には 2階
微分項が含まれているが、運動方程式を導出した際
は 3階微分項が現れず 2階となる。本章では、ホル
ンデスキー理論における odd-parityにおける BH摂
動について述べる (5)。

3.1 作用を摂動の二次で展開する
GRにおける BHの安定性は ReggeとWheelerに

よって、Regge-Wheeler方程式を導出することで確
かめられている (2)。しかしながら、摂動がしたがう
運動方程式からでは、ゴースト不安定性が言及でき
ないため摂動の安定性を完全には判断できない。そ
のため、Regge-Wheeler方程式となる作用を特定す
る必要がある。
まず、球対称計量 (2.5) 式に摂動 hµν を与える:

ḡµν = gµν + hµν , |hµν | � 1. (3.2)

摂動の自由度は、Regge-Wheelerゲージを採用する:

htt = 0, htr = 0, hrr = 0, hab = 0,

hta =
∑
l,m

h0,lm(t, r)Eab∂
bYlm(θ, φ),

hra =
∑
l,m

h1,lm(t, r)Eab∂
bYlm(θ, φ). (3.3)

ただし、γabと εabをそれぞれ二次元球面の計量、レ
ビ・チビタ記号とし、Eab :=

√
det γεabと定義した。

次に、このゲージ条件を課して、作用を摂動の二
次で展開すると次のようになる (変数Qの定義は (5)
を参照、Qを解くことで自動的に h0と h1が決まる):

2l + 1
2π

L
(2)
h =

l(l + 1)
2(l − 1)(l + 2)

×
[

F

fhG
Q̇2 −Q′2 − l(l + 1)F

r2fH
− V (r)Q2

]
. (3.4)

ここで、l = 2であり、V (r)はポテンシャルを表し
ている (詳しい表示は (5)を参照)。また、
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F = 2
(
G4 +

1
2
fφ′X ′G5X −XG5φ

)
(3.5)

G = 2
[
G4 − 2XG4X +X

(
h′

2h
Bφ′G5X +G5φ)

)]
(3.6)

H = 2
[
G4 − 2XG4X +X

(
fφ′

r
G5X +G5φ

)]
(3.7)

である。
最後に、(3.4)式をQについて変分を取ると摂動の
したがう運動方程式が得られる。これより動径方向
と角度方向の音速が分かる。これらをそれぞれ c2r,c2θ
とすると、次のような値になる:

c2r =
G

F
, c2θ =

G

H
. (3.8)

摂動の二次まで展開したラグランジアン (3.4)式の
運動項の正値性と、摂動の動径方向と角度方向の音速
(3.8) 式より、odd-parity modeの摂動に対して BH
が安定である条件は次を満たすことが必要となる:

F > 0, G > 0, H > 0. (3.9)

even-parity mode でも同様の解析が行われており、
スカラー場が静的な場合のホルンデスキー理論が含
む全ての単一スカラー・テンソル理論における BH
の安定性が判断できる (6)。

4 シフト対称性をもつスカラー・テ
ンソル理論でのBHの安定性

本研究では、3章で述べた方策を 2章で述べた理
論に応用し、シフト対称性をもつスカラー・テンソ
ル理論における BHの安定性を判断する条件を求め
ることを目的としている。2章で述べた作用は、ホル
ンデスキー理論のサブクラスに含まれている (10):

L = G2(X)+G4(X)R+G4X

[
(�φ)2 − (∇µ∇νφ)2

]
.

(4.1)
(8)のラグランジアン (2.1) 式を再現するには、

G2 = −2Λ + 2ηX, G4 = ζ + βX (4.2)

と選べば良い。このとき、スカラー場は (2.6) 式のよ
うに時間に線形に依存したものとする。3章で述べ

た方策を利用し、(4.1) 式に含まれる BHの安定性を
調べる。現在、odd-parity modeの摂動について解
析を行っており、作用を摂動の二次で展開しており、
安定性を判断する条件が得られる段階にある。これ
らは、本発表にて紹介する。
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