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Brane Induced Gravity model in D = 6
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Abstract

高次元時空に４次元時空が埋め込まれていると考えるモデル (Brane Induced Gravity model)が、宇宙論
ではよく調べられる。特に、５次元の場合が、よく調べられる。そこでは高次元に埋め込まれたことによる
修正が brane上の観測可能な領域に姿を現さない。そこで次元を上げた６次元で、観測可能領域に修正が現
れないかを考える。数値計算の結果、２つの解が得られ、degravitating solutionと呼ばれる、時間が経つと
静的な解に落ち着く解と、superaccelerating solutionと呼ばれる Habble parameter H が無限に成長する
解になる。前者は、現象論的に棄却され、後者は、その不安定性から ghost をもつと考えられる。つまり、
６次元に次元を上げても、修正をかけることは、難しい。

1 Introduction

今日、一般相対論 (GR)は太陽系スケールでは、ほ
ぼ 100 % 正しい理論である。宇宙論的長距離スケー
ルでは、宇宙の後期加速膨張や宇宙項問題など、今の
GRだけでは解決しきれていない事実もある。これら
の事実を説明すべく修正重力理論の研究は盛んに行
われるようになった。今回レビューを行う論文 [1]で
は、6次元の時空 (bulk)に 4次元の時空 (brane)が埋
め込まれている状況を考え、brane上のハッブル進化
が宇宙論的距離スケールでどのように修正を受ける
のかを議論する。このようなモデルはBrane Induced

Gravity(BIG)modelと呼ばれていて、特に５次元の
場合の、DGP model[2]がよく知られている。そこで
は、normal/self-accelerating branchと呼ばれる解が
存在する。前者は、摂動的に不安定で ghostをもって
いる。一方、後者は、摂動的にも安定な解になってい
る。しかし、その修正を受ける目安となる crossover

scaleが、
r(5)c ≳ 3H−1

0 (1)

となっており、観測にかかる範囲では修正がなされ
ない。このような困難を解決するために高次元への
一般化 (D > 5)がなされた。６次元のBIG modelで
は、braneから発せられる自身の運動に影響を与える
bulk重力波に起因して、解析的には解けない。数値
計算の解としては、degravitating/superaccelerating

solutionが存在する。前者は、時間発展とともに静
的な解 (cosmic string)に degravitateしていく解で、

現象論的に棄却される。後者は、H が無限に成長し
ていく解で、これはDGPの self-accelerating branch

に類似することから、摂動的に不安定であると期待さ
れる。後に、F.Niedermannと R.Schneiderにより、
不安定で ghostをもつ解であることが示された [3]。
よって、修正重力理論としての６次元の BIG model

は、うまくいかない。

2 model

６次元の BIG modelの actionは、

S = SEH + SBIG + Sm[h] (2)

SEH = M4
6

∫
d6x

√
−gR(6)

SBIG = M2
pl

∫
d4x

√
−hR(4)

Sm[h] : brane上に局在しているmatter

となる。hは、gの induced metricである。しかし、
D > 5でのBIG modelでは、bulk metricがbrane上
で発散してしまう問題を回避するために、regulariza-
tionを行う必要がある。今回は、static regularization
と呼ばれる regularization を用いる。この regular-

izationは、braneを一つの余剰次元方向に巻きつけ、
Topologyを S1 ×M4（円筒の半径はR）にするもの
で、後に出てくる結果に regularizationが与えられる
影響を最小とする。これにより braneの actionは変
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更を受け、

SBIG = M3
5

∫
d5x

√
−hR(5) (3)

M3
(5) = M2

pl/2πRとする。

3 Bulk geometry

簡単のために、braneは空間的に平坦、軸対称性を、
bulkは均一・等方性を課す。結果、bulk metricは、

ds26 = e2(η−3α)(−dt2 + dr2)

+ e2αdx+ r2e−6αdϕ2 (4)

となる。このmetricは、Einstein-Rosen coordinate

として知られている。α, ηは、r, tの関数である。こ
こから、円筒外側の領域での Einstein方程式を解く
ことができ、

∂2
t α = ∂2

rα+
1

r
∂rα (5)

∂rη = 6r[(∂rα)
2 + (∂tα)

2] (6)

∂tη = 12r(∂rα)(∂tα) (7)

となる。

4 Brane geometry

brane metricは、

ds25 = −dτ2 + e2α0dx2 +R2dϕ2 (8)

となる。ここで、下付き添字 ”0”はテンソルの足で
はなく、braneの変数であることを表す。また、τ は、
braneの固有時間を表し、t = t(τ) , r0 = r0(τ)であ
る。ここで、r0(τ)は、braneの軌道である。bulk時
間 tと braneの固有時間 τ との関係は、r = r0(brane

上)で ds26 = ds25 であることを課すので、

dτ =
e−3α0

γ
dt (9)

γ ≡ e−η0

√
1− ṙ0

=
√

e−2η0 + ṙ20e
−6α0 (10)

ṙ0 = dr0
dτ となる。ここで円筒が自己重力で潰れない

ように、
R = r0e

−3α0 = const (11)

を仮定する。これにより、M3
5 = M2

pl/2πR = const

となり、これを実現するために braneの ϕ方向への
brane tension Pϕ を導入する。この Pϕ は、物理的
に reasonableであるためには null energy condition

を満たす必要がある。ハッブル進化を記述するため
に、scale factor を a(τ) ≡ eα0 と定義し、Hubble

parameterをH(τ) ≡ ȧ/a = α̇0 と定義する。これよ
り (10)から、

ṙ0 = 3Hr0

を得る。ここから、(9)も書き換えられ、

γ =
√
e−2η0 + 9H2R2 (12)

を得る。流体の仮定として、局所化した energy-

momentum tensorを、

T
(5)
ab =

1

2πR
diag(−ρ, P, P, P, Pϕ) (13)

として、R =一定の条件を満たせば、

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0 (14)

となり、４次元のスタンダードな保存則を満たすこ
とがわかる。

5 Junction condition

円筒の内側と外側の領域を、braneを境界として
つないでいく。６次元の metric を gAB、５次元の
induced metric を hab と定義する。action を S =

SEH + [SBIG +Sm[h]]とみて、gAB で変分をとり、r

方向の微小区間で積分を行えば、

M4
6 {[K]hab − [Kab]} = T

(5)
ab −M3

5G
(5)
ab (15)

[Kab] = Kout
ab − K in

ab となる。さらに内側が、brane

に影響を与えないよう、K in
abを静的な円筒にとれば、

Kϕ
in ϕ =

1

R
, K0

in 0 = Ki
in j = 0

となる。braneに対する normal vectorは、

nA = e3α0(3HR, γ, 0, 0, 0, 0) (16)
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ととれる。これよりKout が計算できる。
junction conditionの (0, 0)成分から、修正 Fried-

mann方程式 :

H2 =
ρ

3M2
pl

+
1

r2c
(γ − 1) (17)

が得られる。ここで r2c ≡ 3M2
pl/2πM

4
6 である。修正

項は、H−1と rcの大小関係により効き具合が変わっ
てくる。よって、観測可能な領域での修正が実現さ
れる。また、宇宙項問題の糸口としては、この修正
項をダークエネルギーの項とみなせる。定量的議論
には、bulk Einstein方程式 (5)を解く必要がある。
junction conditionの (i, j)成分から、

Ḣ = − 3

2f(τ)

×

[
P

3M2
pl

+H2 − 1

rc
(γg(ξ, χ)− 1)

]
(18)

f(τ) ≡ 1− 9R2

2r2cγ
(19)

ξ ≡ r∂rα |0 , χ ≡ H2R2

γ2

f(τ)は、stable/unstableな領域を区別する役割を果
たす。
junction conditionの (ϕ, ϕ)成分から、Pϕ が決定
でき、

Pϕ

3M2
pl

=− Ḣ

(
1− 3R2

r2cγ

)
− 2H2

+
6γ

r2c
{χ+ [3χ− ξ(9χ− 1)]2} (20)

Pϕは、数値解析の時に、null energy conditionを満
たすかどうかのチェックする必要がある。

6 static solution

dynamicalな解を見る前に、静的な場合の geom-

etry を見ていく。静的な場合は、ṙ0 = 0 、metric

functionは rのみの関数となる。このとき、外側の
Einstein方程式 (5)は、

α = c log

(
r

rc

)
+α0 , η = 6c2 log

(
r

r0

)
+ η0 (21)

braneに接する座標で rescalingすればいつでもα0 =

0にとれる。c, η0 は、(20)(21)から、

η0 = − log

(
1− ρ

ρcrit

)
(22)

c =
1

3

(
1−

√
2ρcrit + (1 + 3ω)ρ

2(ρcrit − ρ)

)
(23)

EOS : P/ρ = ω , ρcrit ≡ 2πM4
6

(26)から真数条件より、ρ < ρcrit のみが許される。
(20)と６次元metricは、

Pϕ = 6c2(ρcrit − ρ) (24)

ds26 = e2η0

(
r

r0

)12c2−6c

(−dt2 + dr2)

+

(
r

r0

)2c

dx2 +

(
r

r0

)−6c

r2dϕ2 (25)

である。これは、静的な円筒のmetricである。４次
元の pureな brane tensionを考えれば、

ρ = −P ≡ λ (26)

これにより、(27)から c = 0であるので、(29)から、

Pϕ = 0 (27)

である。さらにここで、

(t̄, r̄) = (eη0t , eη0(r − r0) + r0) (28)

と rescalingすれば、metricは、

ds26 = −dt̄2 + dr̄2 + dx2 +W (r̄)2dϕ2 (29)

W (r̄) =

r̄ r̄ ≤ r0

δ
2π r0 +

(
1− δ

2π

)
r̄ r̄ > r0

(30)

ここで δ:deficit angle(δ ≡ λ/M4
6 )である。このmet-

ricは、cosmic string[4]の高次元への一般化になって
いて、brane geometryは平坦となり、brane上のエ
ネルギーのみが extrinsic curvatureに影響を及ぼす。
高次元では、deficit angle δによって特徴付けられる
特異な geometryになる。今回、Einstein-Rosen co-

ordinateを用いている影響で ρ < ρcritの subcritical

な場合のみを考えることが許される。
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7 nummerical solution

dynamicalな解を扱うには、bulk重力波の影響が
出てくるので、bulk geometryに何かしらの制限を課
さない限り、braneの閉じた方程式系が得られない。
この問題は、DGPでも起きた。DGPでは、bulkは
flatであるという仮定をして pure な brane tension

を導いている。つまり、dynamicalな解を得るため
には、制限を課さず（考えればできる可能性がある
のかもしれないが）数値的に振る舞いを確かめる必
要がある。系の進化を記述するには、Einstein方程
式 (5)∼(7)と Ḣ の式 (21)に ω , Hirc , HiR , ρi を
与えればよい。(i:initial) その振る舞いは、f(τ)の値
によって、２通りの振る舞いをする。

7.1 degravitatimg solution

この解は、時間が経つと、H → 0の静的な場合に
落ち着く。論文では、例として

ω = −1 , Hirc =
1

10
, HiR =

1

20
,

ρi =
4

5
ρcrit (31)

を初期条件に用いている。rc > 1/Hiの領域なので、
通常の４次元 Friedmann方程式からは、大きく修正
を受けるはずである。結果は Fig.2になる (グラフは
[1]を参照)。2(a)では、Hの時間発展のグラフで、時
間が経つと最終的に静的な場合に落ち着く様子を表
し、これが brane geometryが flatになる間に brane

tensionがどのように extrinsic curvatureに吸収され
るのかを表す。2(b)は、αの時間発展のグラフで r

方向に伝わる bulk重力波の伝播の様子が伺える。漸
近的に一定になるように、変化する。2(c)は、Pϕの
時間発展を表し、null energy conditionを満たして
いることが確かめられる。2(d)では、６次元での有
効エネルギー密度 ρ̂ (≡ ρ − 3M2

plH
2)が、braneの

エネルギー密度を吸いとっていく様子がみてとれる。
よって、安定性は別として、振る舞いは、妥当そう
である。しかし、この解は、現象論的に許されない。

7.2 superaccelerating solution

degravitating solutionとは振る舞いが大きく異な
り、H は無限に成長し続ける。この解は、不安定で、
null energy conditionを破る。こちらの初期値もほ
ぼ同じ値を与えるが、Hirc のみ異なる値を与える、

ω = −1 , Hirc =
1

4
,

HiR =
1

20
, ρi =

4

5
ρcrit (32)

すると degulavitating solutionとは、全く異なる振
る舞いをみせる。結果は、Fig.3になる。3(a)は、H

が無限に成長することを示し、3(b)は、braneが成
長して bulk上を伝播することを表している。3(c)か
らは、Pϕが null energy conditionを満たさず、非物
理的であることが示され、3(d)は、bulkの有効エネ
ルギー密度が負に成長していく様子が描かれる。こ
の解は従って解は不安定なものになっている。このよ
うな解は、DGP modelの self-acceleratimg branch

に類似することから、ghostをもっているのではない
かと [1]では、議論している。実際に、その ghost不
安定性は、証明されている。[3] これより、解は両方
とも許されず、モデルは棄却される。
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