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Abstract

　衛星観測によって宇宙の大規模磁場の存在が示唆されるようになり、その起源を初期宇宙で起こったイン

フレーション中の量子ゆらぎに求める、原始磁場形成理論が長らく議論されてきた。しかし、このような理

論では磁場ではなく、電場のほうが大きくなってしまうことが知られており、原始磁場形成理論はうまくい

かないと考えられてきた。しかし、この電場のエネルギー密度は、インフラトンのエネルギー密度程度まで

成長し、質量 mの粒子が Schwinger効果で生成する典型的な電場のスケール eE ∼ m2 を超える可能性が

あると考えられる。Schwinger効果による粒子生成が効率的に起これば、インフレーション中の真空の電気

伝導度が十分に上がり、電場を消すことができる。したがってこの可能性が妥当なものであるかどうか研究

することは重要である。ただし、Schwinger効果は典型的な非摂動効果であるため、取り扱いは難しい。

　本講演では場の理論における粒子対生成を、微分方程式における解の Stokes現象と関連させて俯瞰し、準

古典的な解析によって Schwinger効果を取り扱えるかを議論する。

1 イントロ

1.1 宇宙の大規模磁場

銀河間スケールの磁場は弱く、シンクロトロン放

射やファラデー回転のような古典的な手法とは異な

る方法で検出される。その手法は Plagaの方法 [1, 2]

と呼ばれ、突発的に明るく光る天体からの高エネル

ギー γ線を用いて次のような原理で磁場を測定する。

まず、遠方の天体から突発的に発せられる 1TeV程

度のエネルギーの γ 線を測定することを考える。こ

のような高いエネルギーの γ 線の一部は、地球に届

く前に背景放射との相互作用によって、電子・陽電子

対生成を起こす。対生成で出てくる粒子も 500GeV

程度の高いエネルギーを持つので、元の光子とほぼ

同じ向きに進む。続いて、この電子・陽電子対による

逆コンプトン散乱で CMB光子が散乱され 1GeV程

度のエネルギーを持って地球まで到達する。散乱さ

れて届く GeVγ 線はそのまま届く TeVγ 線よりも余

分に長い経路を通ってくるので、地球に届く頃には

∼ 300s程度の時間差が生じる。このような現象自体

は宇宙磁場がなくても起こる。

一方、宇宙磁場が存在する場合には、TeVγ線が電

子・陽電子対になって伝播する過程に影響を及ぼす。

磁場によって荷電粒子の軌道が曲げられるため、観測

される GeVγ 線の到達時間の遅れは磁場が存在しな

い場合に比べてより大きくなる。従って、2次GeVγ

線が観測されない場合には、宇宙磁場の強度に下限

を与えることになる。実際 Fermi衛星での観測から

既にMpcスケールにおいて |B0| > 10−15 ∼ 10−20G

程度の下限が付けられている [3, 4, 5, 6]。

このような磁場の起源をインフレーション中の電

磁場の量子論的なゆらぎに求めるのが、原始磁場形

成理論である。このような理論においては、しばし

ば、電場が非常に強くなるため、Schwinger効果の

ような真空からの粒子生成が起こる可能性がある。

1.2 Schwinger効果

まず、Minkowski時空の場合の議論を簡単に振り

返っておく。1951年の Schwingerによる論文 [7]で

は、電磁場と電子・陽電子の相互作用を記述するQED

の Lagrangianから、電磁場に対する繰り込まれた低

エネルギー有効 Lagrangianを決定した。一様な電場
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だけがある場合 (F = −1

2
E2, G = 0)には

L =
1

2
E2 − 1

8π2

∫ ∞

0

ds

s3
e−m2s×[

eEs cot(eEs) +
1

3
(es)2F − 1

] (1)

と計算できる。ここで、e,mは電子・陽電子の電荷と質

量であり、F ≡ 1

2
(B2−E2), G ≡ E ·Bである。この

Lagrangianの第一項は通常の Maxwell Lagrangian

であり電磁場の運動項を記述する。第二項以降が電

磁場の相互作用を表す項になっている。これは次数の

無限に高い項まで含んだ、完全に非摂動的な形式であ

る。cot(z) =
n=∞∑
n=−∞

1

z + nπ
という展開を用いると s

積分の極が s = sn =
nπ

eE
にあることが分かる。積分

路を s → s+ iϵとずらすと、
1

x+ iϵ
= P 1

x
− iπδ(x)

から有効 Lagrangianの虚部を

2ℑL =
(eE)2

4π3

∞∑
n=1

1

n2
exp

(
−πm2

eE
n

)
(2)

と計算できる。そしてこの値が真空の崩壊率、すな

わち、単位時間・単位体積あたりの電子・陽電子対

の生成率を与える。このように Schwinger効果によ

る真空からの粒子対生成を説明することができる。

一方、電磁場が弱いとして有効作用を展開すると、

L =
1

2
(E2 −B2)

+
1

360π2

e4

m4

(
(E2 −B2)2 + 7(E ·B)2

)
+O(e6)

(3)

となる。この展開は、(運動項)+(光子の 4点の自己相

互作用)の形をしており、光子の非線形の効果を記述

することには成功している。しかし、Lagrangianの

虚部は出てこず、粒子生成の効果は全く落ちてしまっ

ていることが分かる。Lagrangianをもっと高次の項

まで展開したところで、この事情は一向に変わらな

い。従って、Schwinger効果による粒子生成は摂動展

開の無限次の項まで考えて初めて分かる非摂動的な

効果であることが分かる。

2 WKB解のStokes現象と

粒子生成

つづいて、Schwinger効果を粒子の生成という観

点から見てみる。非自明な背景場の中での粒子生成

は、正負のモードが混ざり合うことで引き起こされ

る現象である。

一般に場の演算子 ϕ(η,x)は初期時刻における正振

動解 ϕin
k と、異なる時刻における正振動解 ϕout

k との

どちらによってもモード展開することができる。

ϕ(η,x) =

∫
d3k

(2π)3
eik·x(ϕin

k (η)aink + (ϕin
k (η))∗(bin−k)

†)

=

∫
d3k

(2π)3
eik·x(ϕout

k (η)aoutk + (ϕout
k (η))∗(bout−k)

†)

(4)

この展開が異なる時刻における生成消滅演算子の組

(aink , ain †
k , bink , bin †

k )と (aoutk , aout †k , boutk , bout †k )を定

める。ϕin
k や ϕout

k やその複素共役は、どれも同じ運

動方程式の解であるので、これらの間には線形関係

が存在し、異なる時刻の生成消滅演算子の間にも線

形の関係がある。従って、初期時刻での真空状態を

∀k, ak |0⟩in = bk |0⟩in = 0で定めると、異なる時刻

での粒子数演算子N ≡ a†aの真空期待値は 0になら

ない。

このことは、微分方程式における解の Stokes現象

(解の漸近形がある領域で急激に変化する現象)とし

て理解できる。Schrödinger型の微分方程式

(∂2
η + ω2(η))ϕ = 0 (5)

のWKB解の場合について考える。WKB解は、一般

には発散する形式級数 ϕ± = e±S/ℏ
∞∑

n=0

C±, nℏn+1/2

(ℏは小さな展開係数)で与えられる。そこで、一旦

異なる級数

ϕ±, B(τ) =
∑
n

C±, n

Γ(n+ 1/2)
(τ + S)n−1/2 (6)

を考えて (これは ϕのBorel変換と呼ばれ、ある定数

N, M によって |Cn| ≤ NMnn!で抑えられれば収束

する)、その Laplace変換

ξ± =

∫ ∞

∓S

dτe−τ/ℏϕ±, B (7)
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をWKB解の Borel和と呼び、これをもって真の解

の性質を調べるという手法を考える。ϕ±が収束する

とき ξ± = ϕ± となる。また、ϕ± が収束しなくても

ϕ±は ξ±の漸近級数になっていることが証明される。

一般に微分方程式の解の漸近展開は複素平面上の

特定の領域においてのみ有効であり、異なる領域にお

いては異なる形式解が真の解に漸近するようになる

ことがある。このような現象は微分方程式のストー

クス現象と呼ばれている。[8]などによって、WKB

解の Borel和が収束する領域について知られている。

結果だけ述べると、WKB解のBorel和がうまく定義

できるのは、Laplace変換の中の積分経路が次の式

ℑ
∫ η

ηc

dη′
√
−ω2(η′) = 0, (ωk(ηc) = 0) (8)

で定義されるストークス線を横切らないときである。

(ℑは虚部) ストークス線は転換点 ηc から出て複素

平面をいくつかの領域に分割する曲線である。つま

り、ストークス線によって分割されたそれぞれの領

域 I,II,· · · に対して異なるWKB 解の Borel 和の組

ξI±, ξ
II
±, · · · が定まるということである。

実軸 ℑη = 0と交わるストークス線が存在すると

き、η = −∞を含む領域 Iでの解 ξI− を実軸に沿っ

てストークス線を超えて隣の領域 IIに解析接続する

と、ξI± = α±ξ
II
± + β±ξ

II
∓ のように正振動と負振動の

モードが混ざり合う。このようにしてWKB解のス

トークス現象を理解することができる。Borel総和法

による解析を用いることで、このような、系の大域

的な性質を理解できる場合がある。

背景場の中での粒子生成もまた、正負のモードが

混ざり合うことで引き起こされる現象であった。そし

て、WKB解はMinkowski時空では正しい真空を与

えるモード関数である。そこで、WKB解 (の Borel

和)ξ± を物理的な真空を与えるモード関数とみなす

事にするのは自然な立場の一つだろう。その場合、粒

子生成は解のストークス現象そのものであるという

主張はほとんど自明なことになる。また、ストーク

ス線と実軸の交点 ηpc は粒子の生成時刻を表すとみ

なせるので、粒子生成のダイナミクスを自然に含む

取り扱いになっている。

3 有効作用の虚部

系の全作用 Sの内、特定の自由度を scale outして

得られる有効作用Γは、残された自由度の運動を記述

する。scalar QEDの場合には S = S[Aµ, ϕ, ϕ
†]なの

で、荷電スカラー場の寄与を scale outすると、電磁

場に対する有効作用Γ = Γ[Aµ]が得られる。初期時刻

と終時刻における真空状態をそれぞれ |0; ini⟩ , |0; fin⟩
とすると、Path integralによって

eiΓ = ⟨0; fin|0; ini⟩ (9)

となるので、有効作用の虚部は初期時刻における真

空状態の崩壊率ないしは粒子の生成率を与えること

がわかる。

ϕ に対する運動方程式が F̂ ϕ = 0 とかけるとき、

Γ[Aµ]は − ln det F̂ を計算して得られる。このよう

な関数 determinantの計算は一般には不可能で、摂

動的に計算するしかない。このような量の中の非摂

動部分を計算するために、WKB法によって粒子生

成が理解できることに着目する。[9]に従うと、関数

determinantを計算する問題は固有値問題 F̂ ϕ = λϕ

の特別な解を探すことに対応している。F̂ = ∂2
t +V (t)

の場合、ω(t) =
√
V (t)− λとして構成したWKB解

のBorel和 ξ+を t = −∞から t = +∞まで解析接続
した際に一般には ξ+ → αξ++βξ−となるが、接続係

数α, βを求めることが本質である。limt→−∞ ϕ/ξ+ =

1となる解 ϕ(t, λ)に対して、a(λ) ≡ limt→∞ ϕ/ξ+と

いう量 (Jost関数)を考えると、λが F̂ の固有値にな

る場合には a = 0となるので Jost関数は本質的には

det(∂2
t + V − λ)に等しい事がわかる。

Jost 関数も WKB 展開 ln a =
∑

anℏn を持つの
で、Borel変換 aB の特異性を調べあげることができ

れば、Laplace変換の積分路を変形することで、解析

的な表式を得ることができる。このような Borel変

換 aB の特異性を調べる問題は 80年代はじめに数学

者らによって研究が始められた ([9]や [10])。この技

術は今日ではResurgenceと呼ばれ、近年では物理学

の分野への応用も拓かれ始めた。今後、Resurgence

を用いた Schwinger効果の解析を行うことを考えて

いる。
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