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1 Introduction

最近、ホジャバによってローレンツ不変でない新しい量子重力理論が提案

された [1]。ホジャバ・リフシッツ重力理論と呼ばれるこの新しい重力理論は、

時間と空間が同等でないことを指導原理にしており、一般座標変換の不変性

は破られ、時間一定の超曲面を保つ変換

t→ t̃(t), xi → x̃i(t, x), (1)

でのみ不変な理論である。よって、この理論では時間一定面上の物理量は正

則でなければならない。この理論はパワーカウンティング繰りこみ可能であ

り、繰りこみを目指したほかの量子重力理論で生じるゴーストや様々な不安

定性を避けようとする量子重力理論である。

泉・向山によって、ホジャバ・リフシッツ重力理論では、エネルギー密度

が圧力の非負の区分的連続な関数であり、星の中心での圧力が正であるとい

う仮定の下で、完全流体で満たされた球対称静的な星は存在しないことが示

された [2]。しかし、実際の星は必ず回転しているのでこの条件は強すぎると

思われる。今回の発表では泉・向山の研究を拡張し、完全流体に満たされた

軸対称定常な回転をする星について考察する。以下では光速 c = 1とする。

2 Properties of Hořava-Lifshitz gravity

ホジャバ・リフシッツ重力理論の基本的なことをここでは述べる。場の変

数はラプス関数 N(t)、 シフトベクトル N i(t, x)と空間の計量 gij(t, x)であ

る。この理論ではラプス関数 N(t)が時間だけの関数であるという射影可能

条件が課されている [1]。Arnowitt-Deser-Misner(ADM)形式で線素を記述す

ると、

ds2 = −N2dt2 + gij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt), (2)
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となる。作用は

I = Ig + Im, (3)

Ig =

∫
dtd3x

√
gN

{
2

κ2
(KijKij − λK2)− κ2

2ω4
CijC

ij +
κ2µ

2ω2
εijkRilDjR

l
k

−κ
2µ2

8
RijR

ij +
κ2µ2

8(1− 3λ)

(
1− 4λ

4
R2 + ΛWR− 3Λ2

W

)}
, (4)

ここで Im は物質の作用、Rは gij のリッチスカラー、Rij は gij のリッチテ

ンソル、Diは gij に関する共変微分、Kij は時間一定面上の外部曲率テンソ

ルであり、

Kij =
1

2N
(∂tgij −DiNj −DjNi), (5)

で定義される。K = gijKij , Cij はコットンテンソル、

Cij = εiklDk

(
Rj

l −
1

4
Rδjl

)
, (6)

である。また εikl = ϵikl/
√
g は gij に関して共変な反対称テンソルであり,

κ, ω, µ, λ,ΛW はそれぞれ定数である。重力の作用 (4)式は書き直すことがで

きて

Ig =

∫
dtd3x

√
gN [α(KijKij − λK2) + βCijC

ij

+γεijkRilDjR
l
k + ζRijR

ij + ηR2 + ξR+ σ], (7)

ここで、各パラメーターは

α =
2

κ2
, β = − κ2

2ω4
, γ =

κ2µ

2ω2
, ζ = −κ

2µ2

8
,

η =
κ2µ2

8(1− 3λ)

1− 4λ

4
, ξ =

κ2µ2

8(1− 3λ)
ΛW , σ =

κ2µ2

8(1− 3λ)
(−3Λ2

W ),(8)

とした。λ = 1とすれば、一般相対論の作用の形を再現できるので、一般相

対論の作用と比較して

α =
1

16πG
, ξ = α, σ = −2Λα, (9)

とすることができる。ここで Λは宇宙定数、Gは万有引力定数である。

無限小座標変換

δt = f(t), δxi = ζi(t, x), (10)

において gij、N i、N はそれぞれ

δgij = f∂tgij + Lζgij , (11)

δN i = ∂t(N
if) + ∂tζ

i + LζN
i, (12)

δNi = ∂t(Nif) + gij∂tζ
j + LζNi, (13)

δN = ∂t(Nf), (14)
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のように変換される。ここでLζは ζi(t, x)に沿ったリー微分で、LζgijとLζN
i

は

Lζgij = gjkDiζ
k + gikDjζ

k, (15)

LζN
i = ζkDkN

i −NkDkζ
i, (16)

である。

N に関する作用の変分から,ハミルトニアン拘束条件

Hg⊥ +Hm⊥ = 0, (17)

が得られる。ここで、それぞれ

Hg⊥ ≡ −δIm
δN

=

∫
dx3

√
g
[
(αKijKij − λK2)− βCijC

ij

−γεijkRilDjR
l
k − ζRijR

ij − ηR2 − ξR− σ
]
, (18)

Hm⊥ ≡ −δIm
δN

=

∫
dx3

√
gTµνn

µnν , (19)

であり、nµ は

nµdx
µ = −Ndt, nµ∂µ =

1

N
(∂t −N i∂i), (20)

である。すぐに解るように、射影可能条件 N = N(t)からハミルトニアン拘

束条件は大域的になることが一般相対論と大きく違うところである。

N i に関する作用の変分から、運動量拘束条件

Hgi +Hmi = 0, (21)

Hgi ≡ − 1
√
g

δIg
δN i

= −2αDj(Kij − λKgij), (22)

Hmi ≡ − 1
√
g

δIm
δN i

= Tiµn
µ, (23)

が得られる。

gij に関する作用の変分からは発展方程式が得られる。

Egij + Emij = 0, (24)

ここで

Egij ≡ gikgjl
2

N
√
g

δIg
δgkl

, (25)

Emij ≡ gikgjl
2

N
√
g

δIm
δgkl

= Tij , (26)
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である。

無限小座標変換 (10)式による作用の不変性からエネルギー保存則

N∂tHα⊥ +

∫
dx3

(
N i∂t(

√
gHαi) +

N
√
g

2
E ij
α ∂tgij

)
= 0, (27)

と運動量保存則

0 =
1

N
(∂t −N jDj)Hαi +KHαi −

1

N
HαjDiN

j −DjEαij , (28)

が得られる。ここで αは gかmを表している。

3 No stationary axisymmetric star solutions

ここでは、定常軸対称な時空において、完全流体に満ちた赤道面対称な回

転する星が、エネルギー密度が圧力の非負の区分的連続な関数であり、星の

中心での圧力が正であるという仮定のもとでは存在しないことを示す。

3.1 Stationary And Axisymmetric Configuration

定常軸対称な時空では、キリングベクトル

tµ∂µ = ∂t, (29)

ϕµ∂µ = ∂ϕ, (30)

が存在する。時間的キリングベクトル tµ から

N2 −NiN
i > 0, (31)

がすべての場所で成り立つことが分かる。

ゲージ条件の一部で

grθ = grϕ = 0, (32)

とする。このゲージ条件の下で空間線素は一般的に

dl2 = ψ4[A2dr2 +
r2

B2
dθ2 + r2B2(sin θdϕ+ ξdθ)2], (33)

と記述することができる。ここで、定常と軸対称から ψ,A,B, ξ は rと θの

みの関数である。
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3.2 Matter Sector And Momentum Conservation

簡単のために物質は完全流体だと仮定する。そのエネルギー・運動量テン

ソルは

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν , (34)

である。ここで P と ρはそれぞれ、圧力とエネルギー密度を表している。四

元速度を

uµ∂µ =
1

D
(tµ + ωϕµ)∂µ

=
1

D
∂t +

ω

D
∂ϕ, (35)

と仮定する。ここで

D ≡ (N2 −NiN
i − 2ωNϕ − ω2gϕϕ)

1
2 , (36)

は規格化因子である。

α = mとすると運動量保存則 (28)式は

0 = − 1

N
N jDj(Tiµn

µ) +KTiµn
µ − 1

N
Tjµn

µDiN
j −DjTij , (37)

となる。少々長い計算の後にその r成分

0 = −P,r +
ρ+ P

D2

{
1

2
(NiN

i),r + ωNϕ,r +
1

2
ω2gϕϕ,r +

N,r

N
NrNr +

N,θ

N
NθNr

}
= −P,r +

ρ+ P

D2

{
1

2
(−N2 +NiN

i),r + ωNϕ,r +
1

2
ω2gϕϕ,r

}
, (38)

を得ることができる。最後の行で射影可能条件 N = N(t)を用いた。

ここから、回転軸上 θ = 0に着目する。(51)式から, 軸上ではシフトベク

トルのトライアド成分N(3) の正則性から

Nϕ = 0, (39)

となる。よって、Nϕ,r = 0である。空間線素 (33)式から、gϕϕ,r = 0である。

したがって、回転軸上では運動量保存則の r成分 (38)式は

0 = −P,r −
1

2

(ρ+ P )(N2 −NiN
i),r

N2 −NiN i
, (40)

となる。

3.3 Contradiction Of Momentum Conservation

星は赤道面 θ = π
2 で対称とし、エネルギー密度 ρは圧力 P の非負の区分

的連続な関数で、星の中心での圧力 Pc ≡ P (r = 0)が正だと仮定する。
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シフトベクトルのトライアド成分 N(i) の正則性 (49)-(51)式と外部曲率テ

ンソルのトライアド成分K(i)(j)の正則性 (55)-(60)式から (NiN
i),rは正則で

あることがわかる。時間的キリングベクトル tµからN2 −NiN
i > 0であり、

射影可能条件から N,r = 0であるので、(40)式から P,r も正則である。従っ

て、NiN
iと P は rの連続な関数である。よって、エネルギー密度 ρは圧力 P

の区分的連続な関数と仮定したので、ρ+P は rの区分的連続な関数である。

エネルギー密度 ρはすべての場所で非負であり、中心での圧力 Pc は正だ

と仮定したので、ρ + P は中心では正である。ここで、rs を (ρ+ P )|r=rs
、

limr→rs−0(ρ+P )、limr→rs+0(ρ+P ) のうち少なくとも一つが非正となる最

小の rであると定義する。

(40)式を 1
2 (ρ+ P )で割ると、

{
log
(
N2 −NiN

i
)}

,r
= −2

P,r

ρ+ P
. (41)

となる。エネルギー密度が圧力の関数 ρ = ρ(P )という仮定の下では、(41)

式の右辺は

−2
P,r

ρ+ P
= −2

dP
dρ ρ,r

ρ+ P
= −2

d

(∫ dP
dρ

ρ+P dρ

)
dρ

ρ,r

= −2

(∫ dP
dρ

ρ+ P
dρ

)
,r

= −2

(∫
dP

ρ+ P

)
,r

, (42)

と変形できる。従って、(41)式を区間 0 ≤ r < rs で積分して、

log
(
N2 −NiN

i
)∣∣

r=rs
− log

(
N2 −NiN

i
)∣∣

r=0
= −2

∫ Ps

Pc

dP

ρ+ P
, (43)

が得られる。ここで Ps ≡ P (r = rs)である。

rsの定義から (ρ+ P )|r=rs
、limr→rs−0(ρ+P )、limr→rs+0(ρ+P )のうち

少なくとも一つは非正である。先ほど示したように、圧力 P (r)は連続関数

であり、仮定から ρは非負なので、Ps = limr→rs−0 P = limr→rs+0 P は非正

である。従って、

Ps ≤ 0 < Pc, (44)

である。このことから (43)式の右辺は正であることが分かる。

一方で、射影可能条件N = N(t)と (39)、(77)、(78)式から、星の中心では

NiN
i
∣∣
r=0

= 0, (45)

となるので、(43)式の左辺は非正である。これは (43)式の右辺が正であるこ

とと矛盾している。
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4 Discussion and conclusion

定常軸対称な時空において、完全流体に満ちた赤道面対称な回転する星が、

エネルギー密度が圧力の非負の区分的連続な関数であり、星の中心での圧力

が正であるという仮定のもとでは存在しないことを示した。これらの仮定は

星として自然なものである。時間一定面上の物理量の正則性と射影可能条件

は強い制限を課しており、ホジャバ・リフシッツ重力理論で星を作ることを

難しくしていることが分かった。

5 Appendix A. Triad components of shift

vector and extrinsic curvature tensor

直交するトライアド基底ベクトル e(i)を以下のように定義する。e(1)は半

径方向、e(3)は空間的キリングベクトルに沿った方向、e(2)は直交性と右手

系の規則で決まる方向とする。

ei(1) =
1

ψ2
[
1

A
, 0, 0], (46)

ei(2) =
1

ψ2
[0,

B

r
,− ξB

r sin θ
], (47)

ei(3) =
1

ψ2
[0, 0,

1

rB sin θ
]. (48)

シフトベクトルのトライアド成分と座標成分の関係は

N(1) =
Nr

ψ2A
, (49)

N(2) =
NθB

ψ2r
− NϕξB

ψ2r sin θ
, (50)

N(3) =
Nϕ

ψ2rB sin θ
, (51)

となる。

N i に沿った gij のリー微分は

LN gij = DjNi +DiNj = Ni,j +Nj,i

= gikN
k
,j + gjkN

k
,i + gij,kN

k, (52)

となる。(5)式と (52)式から

dgij
dt

−Nk
,igjk −Nk

,jgki = 2NKij , (53)

となる。ここで

d

dt
≡ ∂

∂t
−N i ∂

∂xi
, (54)
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である。(53)式と (46)-(48)式から、

−NK(1)(1) = Nr
,r −

1

A

dA

dt
− 2

ψ

dψ

dt
, (55)

−
2NK(1)(2)

sin θ
= −AB

r
Nr

,x +
r

AB
G,r, (56)

−
2NK(1)(3)

sin θ
=
rB

A
[Nϕ

,r + ξG,r], (57)

NK(2)(2) =
1

r

dr

dt
+

2

ψ

dψ

dt
− 1

B

dB

dt
−Nθ

,θ, (58)

NK(3)(3) =
1

r

dr

dt
+

2

ψ

dψ

dt
+

1

B

dB

dt
+

1

sin θ

d sin θ

dt
, (59)

−2NK(2)(3) = −B2 dξ

dt
− (1− x2)B2(Nϕ

,x + ξG,x), (60)

を得る [3]。ここで

G ≡ Nθ

sin θ
, (61)

x ≡ cos θ, (62)

である。

6 Appendix B. Regularity conditions at the

origin

軸対称空間において球面座標を r, θ, ϕとする。軸対称性から空間的キリン

グベクトル (30)式が存在する。局所デカルト座標と球面座標の関係は

x ≡ r sin θ cosϕ, (63)

y ≡ r sin θ sinϕ, (64)

z ≡ r cos θ, (65)

である。対称性から、空間的キリングベクトルに沿ったシフトベクトルN iの

リー微分は

N i
,jϕ

j − ϕi,jN
j = 0, (66)

となる。局所デカルト座標では、空間的キリングベクトルは

ϕi∂i = −y∂x + x∂y, (67)

となる。従って、(66)式の成分は

−Nx
,xy +Nx

,yx+Ny = 0, (68)

−Ny
,xy +Ny

,yx−Nx = 0, (69)

−Nz
,xy +Nz

,yx = 0, (70)
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となる。この連立方程式の正則な一般解は

Nx = F1(z, ρ
2)x− F2(z, ρ

2)y, (71)

Ny = F1(z, ρ
2)y + F2(z, ρ

2)x, (72)

Nz = F3(z, ρ
2), (73)

である。ここで各 Fn は zと ρ2 ≡ x2 + y2 の独立な正則関数である。

N i を球面座標 r, θ, ϕに変換すると

Nr

r
= sin2 θF1 +

1

r
cos θF3, (74)

Nθ

sin θ
= cos θF1 −

F3

r
, (75)

Nϕ = F2, (76)

となる。よって、原点付近において、軸上 (θ = 0)では

Nθ = 0, (77)

となることが分かる。

ここで、赤道面 z = 0, θ = π/2で対称だと仮定する。すると、Nx と Ny

は zの偶関数、Nz は zの奇関数となる。これらから F1, F2は zの偶関数で、

F3 は z の奇関数であることが分かる。よって、軸上 (θ = 0)では、Nr は z

の奇関数となるので、原点では

Nr = 0, (78)

となる。
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