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共形変換

.
共形変換1

..

. ĝ ij = e2Φg ij

.
共形（Weyl）テンソル
..

. Ĉ i
jkl = C i

jkl

角度を保存し、長さを局所的に変化させる変換
この共形変換において計量テンソルの性質は変わらない。リーマンテン
ソルにはこの自由度が存在する。ワイルテンソルが 0になる空間を共形

的に平坦な時空と呼ぶ。
したがって、共形的に平坦ではない時空ではワイルテンソルが０では

ない。
1g ij は共形変換前の計量テンソル ĝ ij は共形変換後の計量テンソル万城秀人 ワイルテンソルの電場・磁場成分
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ワイルテンソルの電磁場成分

.
ワイルテンソル
..

.

Cabcd = Rabcd +
1

6
R(gac gbd − gad gbc )

−1

2
(gac Rbd − gbc Rad + gbd Rac − gad Rbc )

ワイルテンソルはリーマンテンソルとリッチテンソルとスカラー曲率を
使ってかける。
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.
ワイルテンソルの電場・磁場部分2

..

.

C∗
abcd
≡ Cabcd + i C̃abcd

−Qab ≡ C∗
abcd

ub ud ≡ Eac + iHac

uc uc = −1(time likeな４元速度)

.
電場・磁場
..

.

Eac = Cabcd ub ud

Hac = C̃abcd ub ud

Eµµ = 0,Hµµ = 0

Eµν = Eνµ,Hµν = Hνµ

４元速度与えられたとき、ワイルテンソルの電場・磁場成分が得られる。(Matte
1953)

2diag(-1,1,1,1)
万城秀人 ワイルテンソルの電場・磁場成分



. . . . . .

ワイルテンソルの電場・磁場部分の不変量の定義

.
ワイルテンソルの電場・磁場成分の不変量の定義
..

. I =
(
Eab Eab − Hab Hab

)
+ iE ab Hab

これは、Maxwell方程式のローレンツ変換に対する不変量

E2 − H2 E · H

と類似したように定義している。
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bondi’s formalismの時空でのワイル電場・磁場の計算

円筒対称で漸近的に平坦（遠方でフラットな時空）な計量テンソルの一
般形3

ds 2 =

(
V
r

e2β − U2r 2e2γ
)

du 2 + 2e2βdudr

+ 2Ur 2e2γdud θ − r 2
(
e2γdθ2 + e−2γ sin 2 θdϕ2

)
(1)

ここで V , β,U ,γは u, r , θ.の関数
を使ったワイル電場・磁場の計算

4

3H Bondi, 1962
4L.Herra, 2006
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４次元の計量テンソルは 1/r で級数展開されるとして、アインシュタイン方程
式方程式つかうと

γ = cr −1 +
(
C − 1

6
c 3

)
r−3 + ... (2)

U = − (cθ + 2c cot θ) r−2 +
[
2N + 3cc θ + 4c 2 cot θ

]
r−3... (3)

V = r − 2M

−
(
Nθ + N cot θ − c 2

θ
− 4cc θ cot θ − 1

2
c 2(1 + 8 cot 2 θ)

)
r−1 + ... (4)

β = −1

4
c 2r−2 + ... (5)

c , C , N と M は u と θの関数,添字は微分を表している。
ここで、座標変数は

x 0,1,2,3 = u, r , θ, ϕ (6)

としている。
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4Cu = 2c2cu + 2cM + N cot θ − Nθ (7)

関数 c ,M, N は更に次の関係がある。

Mu = −c2
u +

1

2
(cθθ + 3cθ cot θ − 2c)u (8)

−3Nu = Mθ + 3ccuθ + 4ccu cot θ + cucθ (9)

静的な場合 M は系の質量を、N は双極子モーメントを、C は４重極子
モーメントを表している。
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計算するべきワイルテンソルの項

C0101,C0102,C0112,C0202,C0212,C0303

C0313,C0323,C1212,C1313,C1323,C2323.

しかし、これらは独立ではなく次の関係が存在する。

r 4 sin 2 θ

e2β
C1010 = e2γ(V − r 4e2γ−2β)C1313 − 2r 2e2γC0313, (10)

r 2 sin 2 θ

e2γ
C0112 = e2βC1323 − r 2e2γC1313, (11)

2r 2 sin 2 θ

e2γ
C0212 = e2βC2323 − re 2γC1313, (12)

sin 2 θC1212 = −e4γC1313. (13)
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ワイル磁場でゼロになる項

H0
0
= H0

1
= H0

2
= H1

0
= H1

1
= H1

2

= H2
0
= H2

1
= H2

2
= H3

0
= H3

3
= 0

H0
3
= − 1

r
(2cu cos θ + cθu sin θ)

+
1

r 2

{
4cu(c − M) cos θ +

[ 3

2
(Nu + Mθ + cu cθ) +

7

2
cc θu − 2Mcθu

]
sin θ

}
+

1

r 3

{
− N

sin θ
(1 + 2cu) +

[
8Mcu(c − M) + Nθ(1 − 2cu) +

5

2
c2cu − Ncθu − Pu − 4Mc

]
cos θ

+
[
2(N − Mcθ) − cθu(7Mc − 4M2 − Nθ −

7

4
c2) + 3M(Nu + Mθ) −

1

2
Pθu

−3cMθ + Nθθ + cu(8N + 3Mcθ +
5

2
cc θ)

]
sin θ

}
, (14)
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H1
3
=

1
r
[(cθcuu + cθu) sin θ + 2(ccuu + cu) cos θ] +

1

r 2

{
4ccu cos θ

sin 2 θ
+

2cu cθ − cc θu
sin θ

+
[
− 1

2
cθcθθu + (2M − 3c)cθcuu −

5

2
(cc θu + cu cθ) − 2Ncuu −

3

2
(Nu + Mθ)

]
sin θ

+
[
−6ccu + 4c(M − c)cuu −

1

2
cθcθu − cc θθu

]
cos θ

}
+

1

r 3

{ 8ccu(M − c) cos θ

sin 2 θ
+

1

sin θ
[cu cθ(4M − 3c) + N − 2cNu + 2Nccuu+

+cc θu(7c − 2M) − 4cu N − cMθ] +
[ 1

2
Pθu − Nθθ − 2N + 4cMθ − 4cu N + 2cNu

+cu cθ(−
9

2
c − M + ccu +

1

2
cθθ) + cθ(2M − cMu + Puu + Nθu +

1

2
Mθθ)

+cθu(−
19

4
c2 + 2c2

θ
+ 2Mc) + cθθu(N + 3cc θ − Mcθ)

+cθcuu (−6Mc +
1

2
c2 + Nθ + 4M2) − 2Ncuu (c + 2M)

]
sin θ

+
[
2c(2M + Nθu + Puu − cMu +

1

2
Mθθ) + cu(−2Mc − 3

2
c2 + 2c2cu +

3

2
c2
θ
+ cc θθ)

+cθu(N − Mcθ + 8cc θ) + cuu (c3 + 2cNθ + Ncθ − 8Mc2 + 8M2c)

+cc θθu(5c − 2M) − cθ(
1

2
Mθ + Nu) + Pu − Nθ

]
cos θ

}
, (15)
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H2
3
=

1
r
(sin θcuu ) +

1

r 2

{
2cu

sin θ
− 1

2
cθu cos θ +

[
2cuu (M − c) − cu −

1

2
cθθu

]
sin θ

}

+
1

r 3

{
4cu

M − c

sin θ
+

[ 3

2
cu cθ − Nu −

1

2
Mθ + Ncuu + (

7

2
c − M)cθu

]
cos θ+

[
(

5

2
c − M)cθθu + (

1

2
cθθ − M)cu + 2cθcθu + cuu (2c2 + 4M2 − 4Mc + Nθ)+

1

2
Mθθ − cMu + Nθu + Puu + cc 2

u

]
sin θ

}
, (16)

H3
1
=

1

r 3

2cu cos θ + cθu sin θ

sin 2 θ
, (17)
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H3
2
=

1
r

cuu

sin θ
+

1

r 2 sin θ

[
2cuu (c + M) − cu −

1

2
cθθu −

1

2
cot θcθu + 2

cu

sin 2 θ

]

+
1

r 3 sin θ

{
4Mcu

sin 2 θ
+ cot θ

[
−Nu + Ncuu −

1

2
cu cθ − (

1

2
c + M)cθu −

1

2
Mθ

]
+cuu (Nθ + 4Mc + 4M2 + 2c2) + cc 2

u + (
1

2
cθθ − M)cu + (

1

2
c − M)cθθu

+Puu +
1

2
Mθθ + cθcθu − cMu + Nθu

}
. (18)
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ワイル電場でゼロになる項

E0
0
= E0

3
= E1

0
= E1

3
= E2

0
(19)

= E2
3
= E3

0
= E3

1
= E3

2
= 0 (20)

E0
1
=

2(ccu + M)

r 3
, (21)

E0
2
=

2cu cos θ + cθu sin θ

r sin θ

+
1

2 sin θr 2

{
8Mcu cos θ + [cθu(4M − 3c) − 3(Mθ + cu cθ + Nu)] sin θ

}
+

1

4r 3

{
(1 + 2cu)

4N

sin 2 θ
+ cot θ

[
4 (Ncθu + Pu − Nθ) + cu

(
32M2 + 8Nθ − 42c2

)]
+4 (N − 3cNu − Nθθ) − 12M (Mθ + Nu) + cθu

(
4Nθ + 16M2 − 13c2 − 12Mc

)
−cu (30cc θ + 12Mcθ + 32N) + 2Pθu

}
, (22)

E1
1
= −

2ccu(1 + cos 2 θ) + (cθcθu + 2M) sin 2 θ + 2 sin θ cos θ(cu cθ + cc θu)

r 3 sin 2 θ
, (23)
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E1
2
= −

2(ccuu + cu) cos θ + (cθcuu + cθu) sin θ

r sin θ

+
1

2r 2

{
3(Nu + Mθ) + cuu (2cc θ − 4Mcθ + 4N) + 5cθcu + cθcθθu + cc θu

+ cot θ [2c(cθθu + 2cu − 4Mcuu ) + cθcθu ] +
2

sin 2 θ
(cc θu − 2cθcu) −

8

sin 3 θ
ccu cos θ

}

− 1

r 3

{
8ccu(M − c)

cos θ

sin 3 θ
+

1

sin 2 θ

[
(4M − 7c)cu cθ − 4cu N + 2Nccuu + (c2 − 2Mc)cθu

+N − c(Mθ + 2Nu)
]
+ cot θ

[
cu(−

1

2
c2
θ
− 2Mc + cc θθ + 2c2cu −

15

2
c2)+

cθ
(
cuu N + (3c − M)cθu − Nu −

1

2
Mθ

)
+ ccuu (8M2 − 3c2 + 2Nθ) + cc θθu(3c − 2M)

+cθu N + cMθθ + Pu − Nθ + 2c(Puu + Nθu − M − cMu)
]

+cuu

[
cθ(−

7

2
c2 + Nθ − 2Mc + 4M2) − 6Nc − 4MN

]
+ cu

[
cθ(

1

2
cθθ −

9

2
c − M + ccu) − 4N

]
+cθu(c2

θ
+ 2Mc − 15

4
c2) + cθθu(N − Mcθ + 2cc θ) + cθ(

1

2
Mθθ − M + Nθu + Puu − Mu c)

−Nθθ +
1

2
Pθu − cNu + N + cMθ

}
, (24)
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E2
1
= −

2cu cos θ + cθu sin θ

r 3 sin θ
, (25)

E2
2
= −

cuu

r
+

1

2r 2

(
cθθu − 4Mcuu + 2cu + cot θcθu −

4cu

sin 2 θ

)

+
1

r 3

{
Mu c − 1

2
Mθθ + M − Nθu − Puu

+ cot θ
[
Mcθu +

1

2
Mθ + Nu −

1

2
cc θu +

1

2
cθcu − Ncuu

]
+cu

[ 4(c − M)

sin 2 θ
+ M − c − ccu −

1

2
cθθ

]
− cuu (4M2 + Nθ) − cθcθu + cθθu(M −

3

2
c)

}
, (26)

E3
3
=

cuu

r
− 1

2r 2

(
cθθu − 4Mcuu + 2cu + cot θcθu −

4cu

sin 2 θ

)

+
1

r 3

{
M + Nθu + Puu +

1

2
Mθθ − cMu

+ cot θ
[ 5

2
cc θu −

1

2
Mθ − Nu + Ncuu − Mcθu +

3

2
cu cθ

]
+cu

[
4M

sin 2 θ
+ ccu − M +

1

2
cθθ − c

]
+ cuu (4M2 + Nθ) + 2cθcθu + (

3

2
c − M)cθθu

}
, (27)

ここで

P ≡ C − c3

6
. (28)
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この計算より次の不変量を計算してみると

Q = Hα
β
Eβα, L = Eα

β
Eβα − Hα

β
Hβα. (29)

Q はゼロになる。
Q = 0 (30)

L の 1/r 6 のオーダーでの不変量は

L =
2

r 6

[
3(cc u + M)2 + (c 3 + 6P)cuu + 6N(cθu + 2cu cot θ)

]
+O(1/r 7) (31)

となる。

万城秀人 ワイルテンソルの電場・磁場成分



. . . . . .

条件
Hα
β
= 0

とすると、条件より Mθ = 0,Nu ,Cu = 0などが得られる。よって、
N:dipole C:quadrupoleモーメントは静的である。結果的には、ボンディ
が提唱した”non-nutural non-radiative moveing system(nnnrms)”以外で
は、ボンディ計量でのワイル電場は静的であることがわかる。

条件
Eα
β
= 0

をかすと、ワイル磁場のみの時空は存在しないことがわかる。
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まとめ

共形的に平坦ではない時空はワイルテンソルが０ではない。ワイル
テンソルと４元速度からワイル電場・磁場と呼ばれる量を定義する
ことができる。

Bondi計量でワイル電場のみの条件をかすと、nnnrms以外では静
的解になる。

Bondi計量でのワイル磁場のみが存在する解は存在しない。
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