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本研究ではブラックリング時空における粒子の安定束縛軌道解析を行った．重力場の次元依

存性を反映して，高次元球対称ブラックホール周りを運動する粒子には安定円軌道が存在しな

いことが知られている．しかしながらブラックリング時空には安定束縛軌道が存在し，特にリ

ング形状に依存して任意に大きいサイズの束縛軌道が存在するということを明らかにした．

I. 導入

力の統一理論の有力候補である超弦理論は，我々の世界が 4次元時空ではなく余剰次元をもつ高

次元時空であると予言する．弦理論から派生し近年盛んに研究されているブレーンワールドモデル

は，我々の住む 4次元時空がより高次元時空に埋め込まれた膜 (ブレーン)であると解釈し，余剰次

元サイズの大きい時空が矛盾なく許容される点で特徴的である．現在のところ Newton重力の逆二

乗則の実験的制限から，余剰次元サイズ ℓは ℓ ≤ 0.1mmという上限値が与えられるに留まっている．

このモデルが注目を集めている大きな理由に，近年運用を開始したCERNの Large Hadron Collider

実験において，陽子衝突により加速器内に高次元ブラックホールの生成の可能性が指摘されているこ

とが挙げられる．加速器実験で形成の可能性が示唆されている高次元ブラックホールは，D次元時

空におけるプランク長を l
(D)
P ，加速器内で生成されるD次元ブラックホールの半径 r

(D)
BH とすると，

l
(D)
P ≪ r

(D)
BH ≪ ℓを満たし得るため，ブレーンの影響が無視できるほど小さいとすれば，古典Einstein

重力で記述される漸近的平坦なブラックホール解がモデルとして良い近似になる．

高次元一般相対論の枠組みでホライズンをもつ漸近的平坦解はブラックオブジェクトとよばれ，

球状の回転ブラックホール解とリング形状のブラックリング解が存在する．4次元真空時空の定常ブ

ラックホールは質量・角運動量のみで特徴付けられる球状回転ブラックホール唯一つに限られるが，

ブラックリング解の存在は，高次元時空においてブラックホールの一意性が成り立たないことを示し

ている．したがってブラックホールを同定するには質量・角運動量の情報のみならず，主に粒子軌道

などに反映される周辺の重力場に関する情報が必要である．

ブラックホール時空の粒子軌道は，粒子の動径運動の有効ポテンシャルの議論から定性的な振る
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舞いが理解できる．例えばD次元 Schwarzschild時空中の粒子の有効ポテンシャル V
(D)
eff は，

V
(D)
eff (r) =

L2

r2
− M

rD−3
+ O(

1
rD−1

), (1)

と与えられる．ここで第一項は遠心力ポテンシャル項，第二項はNewton重力ポテンシャル項，第三

項はNewton重力からの相対論的補正を表す項である．D = 4の場合，遠心力とNewton重力のつり

合いにより安定束縛軌道が存在し得るが，D ≥ 5の場合，Newton重力ポテンシャルの冪が次元とと

もに増加するため安定束縛軌道は存在し得ない．この例からもわかるように重力の次元性は，粒子軌

道に大きく反映される．

本研究ではブラックリング解を用いた粒子軌道解析を行った．ブラックリングの測地線方程式は

現在のところ変数分離ができていない．そこで我々は，ブラックリング周辺の自由粒子の安定束縛軌

道に着目しブラックリングの重力場の性質を調べた．その結果，非自明な安定束縛軌道の存在が明ら

かとなり，ブラックホール時空とは異なる重力場の特質が明らかとなった．さらに安定束縛軌道の存

在領域に関係したリング形状パラメーターの臨界値を得た．

II. ブラックリング時空構造

ブラックリング解 [1]は 5次元 Einstein方程式の真空解で，その時空計量 gµν は次で与えられる：

ds2 = − F (y)
F (x)

(
dt − CR

1 + y

F (y)
dΨ
)2

+
R2F (x)
(x − y)2

[
−G(y)

F (y)
dΨ2 − dy2

G(y)
+

dx2

G(x)
+

G(x)
F (x)

dΦ2

]
, (2)

ここで，

F (ξ) = 1 + λξ, G(ξ) = (1 − ξ2)(1 + νξ), C =

√
λ(λ − ν)

1 + λ

1 − λ
, (3)

である．この解を特徴付けるRと ν は，それぞれブラックリングの半径とブラックリングの太さに

関係するパラメーターである．パラメーター λはリングの回転速度に関係するが，解の正則性を要

求することにより，λ = 2ν/(1 + ν)という値に定まる．ブラックリング解は，y = −1/νの位置にホ

ライズンをもつ．そのトポロジーは S2 × S1で，これがブラックリングとよばれる所以である．

III. ブラックリング時空における安定束縛軌道

ブラックリング時空のもつ定常性と 2つの軸対称性より，粒子は対応する 3つの保存量，エネル

ギーE，軌道角運動量 ℓΦ, ℓΨをもつ．自由粒子系のハミルトニアンは，これらの保存量を用いて

H = K + E2

[
Ueff(ζ, ρ; ℓΦ, ℓΨ) +

1
E2

]
, (4)
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と書かれる．ここでK は運動項，Ueff は有効ポテンシャルで，

Ueff ≡ gtt + gΦΦℓ2
Φ + gΨΨℓ2

Ψ − 2gtΨℓΨ. (5)

で与えられる．(ζ, ρ)は 2つの独立な平面における極座標の動径座標をそれぞれ表しており，(2)に

おける (x, y)座標と次で関係付けられている：

ζ = R

√
y2 − 1
x − y

, ρ = R
1 − x2

x − y
. (6)

安定束縛軌道の存在を議論するためには，Ueff の極小点に着目すればよい．FIG.1は，Ueff の極小

点が存在し得る領域を数値的に調べたものである．5次元ブラックホール周りには安定束縛軌道は存

在しなかったのに対して，5次元ブラックリング周りにはそれが存在することが分かる．この図が示

FIG. 1: ζ-ρ面における安定束縛軌道の存在領域

唆していることは，Ueff の極小点が存在しなくなる (すなわち安定束縛軌道が存在しなくなる) ν の

臨界値 ν0が存在することである．我々はリングの軸上における 1次元ポテンシャル解析により，こ

の臨界値 ν0の値を解析的に求めた:

ν0 =
13
2

+
1
2

[
145 − 24

(
2

3 +
√

41

)1/3

+ 6
(
4(3 +

√
41)
)1/3

]1/2

−

[
145
2

+ 6
(

2
3 +

√
41

)1/3

− 3

(
3 +

√
41

2

)1/3

+
1783

2

(
145 − 24

(
2

3 +
√

41

)1/3

+ 6
(
4(3 +

√
41)
)1/3

)−1/2
1/2

=0.65379 · · · . (7)

つまりブラックリングのパラメーターが 0 < ν < ν0をとる場合には，角運動量パラメーターを適切

に選ぶことにより安定束縛軌道が存在する．一方，ν0 < ν < 1のブラックリング周りには安定束縛

軌道が存在しない．



4

図 1が示唆するもうひとつの点は，ν = 0.2の場合に極小点の位置を示す領域が十分大きく見える

ことからもわかるように，安定束縛軌道が無限遠方まで存在する可能性があることである．これを確

認するためにリング軸上の Ueff の漸近展開形をみてみると，

Ueff(ζ = 0, ρ) ≃ −1 −
4νR2 − (1 − ν)l2ϕ

(1 − ν)2
1
ρ2

+
2νR2(2R2 − l2ϕ)

(1 − ν)2
1
ρ4

, (8)

と書くことができる．よって十分遠方の安定点の位置 ρsは，

ρs = α × ν − 1/3
ℓ2
Φ − 4νR2

1−ν

, (9)

ここで，αは正の定数．ℓ2
ϕ → 4νR2/(1− ν)のときに ρs → ∞に近づく．ただしこれが成立するには

0 < ν < 1/3を満たさなければならない．すなわち 0 < ν < ν∞ = 1/3のときに無限遠方まで安定束

縛軌道が存在することがわかる．この遠方における安定束縛軌道は，重力ポテンシャルと遠心力ポテ

ンシャルを表す 1/ρ2項と高次の 1/ρ4項がつり合うことで存在するため，4次元ブラックホールの場

合とは本質的に異なるつり合いをなしている．

IV. 結論

我々は，5次元ブラックリング周りの粒子の安定束縛軌道について議論した．粒子運動のハミル

トニアン拘束条件を用いることで，安定束縛軌道の有無の問題は，2次元有効ポテンシャルの極値問

題に帰着する．その結果，ブラックリング周りにおける安定束縛軌道の存在が明らかとなり，さらに

安定束縛軌道の存在領域に表れる違いからリング形状を決定するパラメータ νの臨界値を決定した．

0 < ν < ν0 = 0.65379 · · · の場合，数値計算の結果から時空領域内に安定束縛軌道をもつ．一方で

ν0 < ν < 1の場合，安定束縛軌道は存在しないが，これは 5次元ブラックホールにおける安定束縛軌

道は存在しないことから考えると，νが 1に近づくのはブラックリングがブラックホールに近づく方

向であることから理解できる．安定円軌道が存在するパラメータ領域の中で特に 0 < ν < ν∞ = 1/3

の場合，半径無限大の安定束縛軌道が存在し得る．このときポテンシャル極小点は，遠方でNewton

重力と遠心力を表す主要項とブラックリング時空の特質を表す高次項とのつりあいによって形成さ

れる．
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